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Technischer Bericht Nr. 161

Modellbildung zur Kalman-Filterung bei

der Doppler-Tragheit-Navigation

Zusammenfassung:

Die Kalmanfiltertechnik erméglicht theoretisch eine relativ
genaue gemeinsame Auswertung von Mefdaten, die von verschiede-
nen Navigationsverfahren gleichzeitig anfallen. Diese Arbeit
beschreibt eine Kopplung von Tragheitsnavigation und Doppler-
geschwindigkeitsmessung. Es wird versucht, die in der Litera-
tur hadufig dafiir erwdhnten Divergenzen in den Fehlern durch

fehlende vollstdndige Beobachtbarkeit der gewdahlten Modelle
zu erklaren.
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Zur Gleichungsnummerierung:

Innerhalb eines Kapitels: fortlaufend

Zitieren von Gleichungen aus anderen Kapiteln:
Hinzusetzen der Nummer des Kapitels; z.D.

Gl. (3/16) heift Gl. (16) aus Kapitel 3

Zur Lchreibweise:

A Matrix

b Spaltenvektor

ET Zeilenvektor

hochgestelltes T = Transposition



1. Einleitung

Die Kalmanfiltertechnik hat auf dem Gebiet der Flugrzeugna-
vigation eine gewisse iledeutung erlangt, unter anderem des-
halb, weil sie theoretisch eine relativ genaue gemeinsame
Auswertung von ltiefdaten, die von verschiedenen Bordgerdten ,
anfallen, ermoglicht. In der Literatur gibt es verschiedene
Beschreibungen implementierter Anlagen (z.B. fld] ), aller-
dings fehlte immer der Satz der schlieBlich realisierten Glei=-
chungen, i und auch Hinweise auf die zugrunde gelegten Modelle
sind meistens so allgemein gehalten, dafl eine Rekonstruktion
der Gleichungen nicht moglich ist. [5] gibt eine Ubersicht

iiber die Fehler in Abhédngigkeit von der Ordnung der Modelle je-
doch ohne die Modelle naher zu beschreiben. Haufig werden
Divergenzen in den Fehlern festgestellt (z.B. hj] ). Theo-

retische Verfahren zu deren Beseitigung wurden entwickelt

(z.B. in [6) , [16] )

In den in diesem Bericht beschriebenen Untersuchungen erwies
sich die Wahl der Zustandsvariablen und die Beobachtbarkeit

des gewdhlten Modelles als entscheidend bei diesem Problem.

So stellte sich zundchst heraus, daB es bei der untersuchten
Dopplér-Tragheitsnavigation sinnlos war, sowohl Driften als
auch Beschleunigungsmessernullpunktsfehler als Zustandsvariab-
le. einzufiihren, weil die Beobachtbarkeit dieser Groflen nicht
gegeben ist. Ferner konnte gezeigt werden, daBl auch eine gleich-
zeitige Abschatzung von Kreéiseldriften und Dopplerradarnull-
punktsfehle; aus. dem selben Grund nicht méglich ist, Diese
Tatsache fﬁhrte‘direkt zu einem divergierenden Positonsfehler.
Es wird weiter gezeigt, daB die Nullpunktsfehlerder Beschleu-
nigungsmesser eine Neigung der Plattform gegeniiber der llori-
zontalen hervorrufen und kaum die Schatzung der Geschwindigkeit

beeinflussen.

In [14 sSeite 313] wund [16] wird lediglich auf die bekannte
Schwierigkeit bei der Azimut driftabschdtzung hingewiesen.

Es wird daher vermutet, daB ein Teil der beobachteten Divergen-
zen auf die Nichtbeobachtbarkeit der Zustédnde zuriickgefiihrt

werden kann.
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In einer abschliefenden Demericung wird angecgeben, wie dieses
Problem durch eine geeignete :odenausrichtung der Plattform

weitgehend zu umgehen ist.

3ei der jeschreibung der «durchgefitihrten Simulation einer iflug-
phase wird versucht, alle i'akten wie Modellgleichungen, Zah-

lenwerte usw, anzugeben, so dall theoretisch eine Rekonstruktion
moglich sein sollte, bzw. ein Vergleich mit anderen Simulatio-

nen vorgenommen werden kann.,

2. DBeschreibung der Meflver{ailren

2.1 Tragheitsnavigation

Eine Methode der l'ositionsbestimmung von Flugzeugen ist die
Tragheitsnavigation. Sie beruht auf der Messung der Beschleu-
nigung, die mit IlilfTe dreier senkrecht aufeinanderstehender
Beschleunigungsmesserdurchgefiihrt wird. Um eine feste Ausrich-
tung der MefBinstrumente zu gewadhrleisten, werden sie auf einer
kreiselstabilisierten Plattform montiert, die meist entspre-
chend der Bewegung um die Erde mitgefiihrt wird. Dieses Mitfiih-
ren kann unterteilt werden in eine Bewegung, die die Plattform
parallel zur Erdoberflache h&dlt ("Schuler tuned platform") und
eine Bewegung, die die Plattform nach Norden ausrichtet ('"morth
slaved platform"). Aus der Beschleunigungsmessung kann unter
Beriicksichtigung der relativen Bewegung gegeniiber einem erdfe-
sten Koordinatensystem die Position bestimmt werden. Im folgen-
den werden nur die zum weiteren Versténdnis notwendigen Glei-

chungen angegeben. Ihre llerleitung findet man z.B. in [3]
u. [}{] . )

Dazu werden folgende Koordinatensysteme eingefiihrt (siehe Bild 1)

1) Raumfestes loordinatensystem X, V, 7

2) LErdfestes Koordinatensystem ¢, €, 2

mit

§”4 geographische Lénge

e ceographische Lreite

R Abstand vom Erdmittelpunkt

3) Lokales Koordinatensystem x_, Xy %,
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0° Ldnge Aquator

Bild 1: Koordinatensysteme



Als Bewegungsgleichungen der ideal mitgefiihrten Plattform

ergeben sich:

A- 20,
A, - (2.0, -
A, -

oo NSO
]

9=—§5
,é_/= ﬁ,/cm/@/

P §L - 62(22“53) V@ (1)

92)\/ - fevz (2

Z 95 VN— (Z-QN_JO,V)VE—Q/R) (3)

(&)
{5)
(6)

9-—V/R &=V/R , o, =Ve/R tan(0)

fid =1} cos(8)

mit

\' \'

E’ VN’ A

Q,= Qsm/@/ g(R)=9. IR, /R)"

Anzeigen fehlerfreier Beschleunigungs-
messer, wenn sie genau in Richtung der

lokalen Koordinaten ausgerichtet wéren

Geschwindigkeiten relativ zur Erde, angegeben

~in den lokalen Koordinaten

0.0,
9E’ 9N’9z

Winkelgeschwindigkeiten der Erde, angegeben

um die lokalen Koordinaten

Winkelgeschwindigkeiten der Plattform rela-
tiv zur Erde, angegeben um die lokalen

Koordinaten
Erdradius

Winkelgeschwindigkeit der Erde um die Pol-

achse

Erdbeschleunigung
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Durch Unvollkommenheiten der Ausrichtung und Mefungenauig-

keiten ergeben sich unter anderem folgende Fehler in den

Messungen:

A, -

mit

Ay

m

m

p

Wye—

aﬁ o GJZC‘—'LAZ +'O(Ldu/'+' /BIQ)E'+'ZXZ

HEM_,qE =_Y,q~ +/3/qz+gE +[,E (7)
A, =-xH, + Y'qf+ £, + by i
- Ay =-f1A; + xR, + &7+ by (9)

& = Sec=Set+/lwn+y W+l -

Wy+ Y S+ XWzthy (11)

(12)

Wy = 9~+‘(2N ) wz=§’z+’ﬂ‘z

WOye = Swet e Wye= Snc+ "QZC

*.f3.r
’qu; 'qu;RZrn

EEIENI gZ
bf/ b”, bz

ja?I G%V ’ G)Z

9EC, ")A(c, “JZc
?EC, gyc P fz‘.

Ln'ﬂ/c [ ﬂZc

ZSE'/ ZSN ,ZXZ:

Winkel zwischen den lokalen Koordinaten-
achsen und der Plattform

Anzeigen der Beschleunigungsmesser, wenn
die Plattform gegeniiber den lokalen Achsen
um kleine Winkel ¢, ﬁ, )’ verdreht ist.

Mefrauschen der Beschleunigungsmesser

(weil angenommen)

Nullpunktsfehler der Beschleunigungsmesser

(konstant angenommen)

absolute Winkelgeschwindigkeiten der Platt-

form, angegeben in den lokalen Koordinaten
errechnete Nachfiihrwinkelgeschwindigkeiten

errechnete Winkelgeschwindigkeiten der
Plattform relativ zur Erde, angegeben in

den lokalen Koordinaten

errechnete Winkelgeschwindigkeiten der

Erde, angegeben in den lokalen Koordinaten

Driftwinkelgeschwindigkeiten der Plattform

(farbig angenommen)



In der Position ergibt sich hierdurch ein Fehler, der mit der
Zeit wachst und dem sinusformige Schwingungen iiberlagert sind

(84 Minuten- und 24 Stundenfehler) (siehe z.B. [ﬂ). Auferdem
divergiert die Messung der Hohe bei der reinen Trédgheitsnavi-

gation wegen des nichtlinearen Zusammenhangs zwischen Hohe
und Erdbeschleunigung (siehe 11 S.83 ).Aus diesem Grund wird

die Hohe meist barometrisch gemessen.,

Wesentlich fiir die Genauigkeit der Tradgheitsnavigation ist eine
gute Ausrichtung der Plattform bei Beginn des Fluges (ground

alignsment). Viele Arbeiten befassen sich gerade mit dieser

Phase ([9] . [16] ).

Um die mit der Zeit anwachsenden Fehler in Grenzen zu halten,
wird die Tradgheitsnavigation mit weiteren Verfahren wie bei-
spielsweise der Geschwindigkeitsmessung mittels Dopplerradar
gekoppelt. Diese Kopplung verbindet die guten Kurzzeiteigen-

schaften der Trédgheitsnavigation mit den guten Langzeiteigen-
schaften der anderen Verfahren.
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2.2 Goschwindi&eitsmossung mittels Dopplerradar

Dieses Verfahren wird hier nur insoweit betrachtet, als es

fiir die aufzustellenden Mefgleichungen wichtig ist. Es be-
ruht auf der Messung der Frequenzverschiebung zwischen einer
ausgesendeten und vom Boden reflektiertemn Radiowelle. Die
Verschiebung ist proportional der Geschwindigkeit des Flug-
zeugs relativ zum Boden in Richtung der Ausbreitung der
Radiowelle. Durch geeigneten Aufbau der Antenne kann der
Betrag der Bodengeschwindigkeit VG des Flugzeugs und der
Winkel zwischen Flugzeugliéing & achse und Bodengeschwindigkeit
(Driftwinkel X, ) gemessen werden (siehe Bild 2). Ohne Kemnt-
nis der Ausrichtung der Flugzeugliéngs.achse ist es somit nicht
méglich, die Richtung der Geschwindigkeit zu ermitteln. Der
Winkel zwischen der Flugzeugliédng s achse und der lokalen Nord-
richtung (Azimut-,winkel @) kann jedoch direkt von der Platt-
form abgelesen werden, so dafl mit der Dopplermessung dann die
Geschwindigkeit nach Betrag und Richtung bestimmt wird,

Als Gleichungen fiir die Dopplermessung werden stark verein-
facht angenommen (siehe Bild 2)

VGD = \/G = Wgp + bV (‘13).

Ko~ Og = Wap + ba ¢14)
VG Bodengeschwindigkeit

' Ky Abdriftwinkel

VGD i O(JD lldeaworte der Dopplermessung
Wap, Wdp MeBrauschen (weifi angenommen)

by, by Nullpunktsfehler (konstant angenommen)



Bild 2: Geschwindigkeitsdreieck (Dopplermessung)

@ A Azimutowinkel
X q Abdriftwinkel
@k Kurswinkel gegen die lokale Nordachse
Vv Windgeschwindigkeit
V; Bodengeschwindigkeit
In dieser Arbeit wird die Kopplung von Trédgheitsnavigation
und Doppler-Geschwindigkeitsmessung mit Hilfe des Kalmanfilters

durchgefiihrt.

3. Zur Anwendung des Kalmanfilters

3.1 Die Kalmanfiltergleichungen

Es wird hier von den z.B. in [1L S. 282] angegebenen diskre-

ten Kalmanfiltergleichungen ausgegangen:



Zugrunde liegt ein System

Xneq = Boxn v ¥ (1)
Yne1 = Hnet Znet * Ynet (2)

mit

12 & Iml@\lx ]

1< |©

E-]

Als im

Index zur Kennzeichnung der Zeit
Zustandsvektor der Ordnung n
Transitionsmatrix der Ordnung nxn
Beobachtungsmatrix der Ordnung mxn

Meflvektor der Ordnung m

Rauschvektor, der Ordnung n

w beschreibt ein weifes, stationdres gaufiver-
teiltes Rauschen mit dem Mittelwert Null und
der Kovarianzmatrix Q

positiv semidefinite Matrix der Ordnung nxn
Rauschvektor der Ordnung m

YV beschreibt ein weifles, stationédres, gauBver-
teiltes Rauschen mit dem Mittelwert Null und
der Kovarianzmatrix R

positiv definite Matrix der Ordnung mxm

Sinne eines quadratischen Kriteriums optimale Filter

ergeben sich die Kalmanfiltergleichungen:

\

&(nn/nf4=¢ﬁ Xnin ~ A ey [,X;M '-/_%4/¢/7 _/}.’ﬂ/ﬂ] (3)

B

=N /nsq
szﬂ/n
mit

n/n

_PnM/n H.nrm .[B'*Hnﬁ Ern/n Hn:4 b e (&)
= _E'M/n - Kfl-ﬂ .HBM/;) ' (5)
r ,
gﬂ -E/ﬂ ¢n + Q (6)

Index der Schatzung zur Zeit n aufgrund von Messungen
bis zur Zeit n

Index der Schédtzung (Prédiktion) zur Zeit n+1 aufgrund
von Messungen bis zur Zeit n

geschédtzter Zustandsvektor (Ordnung n)

Kovarianzmatrix des geschédtzten Zustandes (Ordnung nxn)
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3.2 Zur Beobachtbarkeit des Modells

Eine Besonderheit bei dem betrachteten Navigationsproblem ist,
dafl in dem mathematischen Modeli des Systems die Rauschgrofien
mit einem von Null verschiedenen Mittelwert behaftet sind. Um
dies zu beriicksichtigen, werden die Modellgleichungen (1 u. 2)

umgeschrieben.

)_(nn =,¢r Xn + Q/n + Wp (7)

,Yﬂ*/ = H’lﬁ XNH-‘- _bﬁfl+ l/ﬁw! (8)

'ha’(jz) ist wieder stationares, weifes, gauBverteiltes Rau-

schen mit dem Mittelwert Null und Kovarianzmatrix Q (R).

Geht man davon aus, daf sich die Mittelwerte nur sehr langsam
andern, so konnte man sie durch Einfiigung neuer zusatzlicher

Zustande in der Form

_bnf1= _én +.4'1 (9)

dy -+ Vi (10)

"bzw. £?%*I
berilicksichtigen.

Hierbei ist _A,, und YH weifles, stationdres gaufliverteiltes

Rauschen.

Der abzuschﬁtzeﬁde Zustandsvektor ware dann um die Zahl der
Mittelwerte vergroflert worden. Es zeigt sich, daB bei diesem
Vorgehen die Be&%achtbarkeit des Zustandsvektors bei nicht
zeitvariablen Systeﬁén nicht gewdhrleistet ist, d.h. nach
[8, S. 338] ware dann nicht die Moglichkeit einer "bias~

freien'" SchatZzung gegeben.

Um dieses Problem zu verdeutlichen, wird ein kontinuierliches

deterministisches System
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X=Ax+4d (11)

d=o0 (12)

Y=Lx+5% (A3)

é = B (14)
mit x Zustandsvektor (Ordnung n)
d, b konstante, aber unbekannte Vektoren (Ordnung n bzw. m)
A, C bekannte zeitunabhangigé Matrizen betr#chtet.

Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit (darauf wird noch einge-
gangen) wird angenommen, daB die Matrix A eine Inverse besitzt.
‘Durch Zustandserweiterung erhalten wir folgendes System:

L] i i *

d|=12:0:0]|d
k 0:i0:0!1b
X

_;gf (16)
=|c !0 Ellb

Die neue Systemmatrix hat die Ordnung (2n+m) x (2n+m), die

neue Mefimatrix die Ordnung (m x (2n + m)).
Durch die reguldre Transformation
-1
X -A 0

(17)

d

I
IQ!IMm

[
]

U
—-t—-
'

!
i

™|
IS
103

b

cm e —--
'
.
'
]

I
I
=
I
o

* zur Schreibweise sei die Blockmatrix

.E/._?.-B.’
D

gebildet aus diesen Matrizen. E sei die Einheitsmatrix, O die
Nullmatrix. Die Ordnung der Untermatrizen erkennt man an der

Ordnung der Vektoren x, d, b .
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wird das System jj Blockdiagonalform iibergefiihrt:

1> «
I

[]

P2
]

I

I,

N S T
oIS
(i -
2 1

(18)

lo~tlo i

()

'
]
.
L
- e bt---
|
1
|
L

lo—|
)
IS

Qb

y=1Ci0 ! ElR (19

Aus dieser Darstellung erkennt man, daB d von den iibrigen

lop]

Zustanden vollstdndig entkoppelt werden kann. Es hat auch keinen
EinfluBl auf die Messung. Hieraus folgt, dafl d nicht beobacht-

bar ist. Wir betrachten jetzt das um d reduzierte System:

Bl 10! QllE 2e)

--—

Y =|C | E_' 5 (21)

Hier gilt folgender Satz:

Das System (20) ist dann und nur dann beobachtbar, wenn

das System

]
e

Xx=Ax

y=Cx

beobachtbar ist und wenn A reguldr ist.
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Zum Beweis definieren wir folgende Matrizen:

C ¢ £

p-A. [0

|ll‘l‘;

i
|
]
I
]
]
1
]
]
|
|
)
)
3
]
]
T
B (G
]
I
|-

IO
I3
1O

I
T
]
I
|
3
-l
1]
L
:
I
N s i R i ] e

|
IC\E
MDm
-
--
=
1
I

B ist eine (m+n)xn Matrix und E'ein ((n+m)xm) x(n+m) Matrix.
Der obige Satz ist zu folgendem &quivalent [17 S.178)
Rang(B)=n . Rang(A)=n <= Rang(§)=n+m

Beweis: hinreichend:Rang(§5$ n+m (B hat nur n+m Spalten)
Die ersten m Zeilen sind linear unabhédngig,
sie sind auch unabhéngig von den restlichen
Zeilen (trivial). Die naéhsten n-m Zeilen haben
den Rang n, da Rang(B)=n A Réng(A):n-¢Rang(A§)=n
Es folgt:Rang(§)=n+m |

notwendig: aus Caley - Hamilton (17 $.77) folgt,

die letzten (m-1) m Zeilen sind linearabhéingig
von den ersten Zeilen: |

n N+[=4 J
CA™m ~ A €A™ <Az oomi =4, CA
Beim Streichen dieser Zeilen in B bleibt der
Rang erhalten:

n+j-2

™

Rang (B) = Rang

I
I
SR T
I
|
|
i

IO
I
IS
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Nach gleicher Argumentation wie im ersten Teil des

Beweises folgt:

Rang QB.A.E_-% =Rang|BA[+m=m+n

Rang(BA)=n

Aus Rang(XY) = Min(Rang(X),Rang(Y)) [17,S.70]
folgt:

Rang(A) =n
Rang (B) =n

Somit ist der Satz bewiesen.

Wegen dieses Satzes stellt die Annahme der Existenz von A-l

bezliglich der Beobachtbarkeit keine Einschrédnkung dar. Die

Zahl der beobachtbaren Systeme wird daher stark reduziert.,

Mit Hilfe der Transformation (17) erhdlt man:

-A Y
- H Cl | (22)

1>
I

(@] (23)

b.= ) .Cﬂ-45:f (24)

\
Es sei hier bemerkt, daB tatsdchlich eine Schidtzung von Xx

I
o) IR

und nicht von g angestrebt wird. Da unser System nicht voll-
stidndig beobachtbar ist,erwartet man hier zuviel. Das Ergeb-
nis ist ein scheinbares Versagen des Kalmanfilters, da Bias-
fehler bzw. sogar Divergenzen auftreten konnen. Diese Ursachen
fir Divergenzen wurde nach dem Wissen der Autoren im Fall

der Navigation nicht intensiv untersucht, obgleich sie vermut-
lich in vielen Fdllen als wesentlicher Grund fir beobachtete

Divergenzen in Frage kam.
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3.3 Zur Linearisierung des Modells

Bei dem hier geschilderten Navigationproblem liegt ein stark
nichtlineares und zeitverdnderliches System vor [siehe S.% ].
Um die Kalmanfiltertheorie anwenden zu konnen, ist es not-

wendig eine Linearisierung durchzufiihren.

Sei

X. =£(2S) 2t (25)

}’«‘—‘Qx (_)g,(}+:fk (26)

ein nichtlineares System mit dem Zustandsvektor x (Ordnung n),
bzw. zkzi(tk), den bekannten Vektorfunktionen f und &0

dem weiBen Eingangsrauschen & ,dem diskreten MeBvektor b 9
(6rdnung m)zum Zeitpunkt t, und dem diskreten weiflen MefB-

k
rauschen X*

Linearisiert man (25),(26) um eine nominale L8sung x mit
x=f(%) Y.=9(%)
so folgt: K

(x-%] +¢& (27)
5

(28)

X1
X

n

L

'Xllx’\

X
I
.
+
¥o

yk— 9k( oX
mit den Jacobimatrizen 2{7 und .&gx

Nach Uberfithrung in ein diskretes System erhilt man:

_{KM_'_?’K#! =¢k (gx)(i(k_g() +IK (29)

wobei Séxdie zugehorige Transitionsmatrix und_?kein dem

Rauschen £ &quivalentes, diskretes Rauschen ist.

Wahl.der nominalen Lésung:

Zur besseren itbersicht werden die Navigationsgleichungen im

folgenden Modell zusammengefafit:



1./" .‘.CA{_}./;.Q.‘,.K:BH") _ (30)
9'_< =_¥(g([,2<,_§_,ﬂm) (31)
7{=_f3(£,£2(..§.,ﬂm) (32)

Ortskoordinaten und Geschwindigkeiten relativ zur Erde
Winkel der Plattform gegeniiber der Erdoberflédche

gemessene Beschleunigung‘an den drei Beschleunigungsmes-
sern

zusdtzliche Storungen wie Driften usw.

additives, weiBes,gauflverteiltes Rauschen mit dem Mittel-

R ¥ 4:»'19 I

wert o.

Es werden jetzt Messungen mit Hilfe des Dopplerradars und der
barometrischen Hohenmessung zu diskreten Zeitpunkten tk
durchgefihrt:

Y«=9K(KK,Q<.;<,§“)+§K (33)

Yy Messungen zu den Zeitpunkten tk
g; additives,gaufiverteiltes,weilles Rauschen mit dem Mittel-

wert Q.

Um einen moglichst geringen Aufwand im Kalmanfilter zu erreie
chen, wird die Linearisierung in den Gleichungen (30-32) um
eine nominale Losung durchgefithrt, die sich wie folgt zu-
sammensetzt:

1)In den Komponenten von r(Gl. 30)

Hier wahlt man die Losungen der ungestdrten Tradgheitsnavigation
(1. 2/1-6). '
L ~~ .

Diese werden zu den diskreten Zeitpunkten'tk jeweils neu

mit zétk)=rk/k gestartet.

Durch diese Wahl der nominalen L&sung vereinfacht sich
die Kalmanfiltergleichung (3/3) zu

‘A ~
-K(M/kf4——5<+4 - ./:_(K,M ¥k+4 (351}

da hier Terme der Form rk/k_rk verschwinden,
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2)In den K omponenten von &(Gl,31)

K=©°* Gestartet wird das Filter

erreicht es den Wert 5;/1. Um eine

Die nominale Losung ist hier «
mitl§o=o. Zum Zeitpunkt tl
moglichst erdparallele Ausrichtung der Plattform zu erreichen,
wird sie jetzt mit Hilfe von Servomotoren um &;/1 zuriickge=-
dreht, so daB sich dann wieder als Schidtzwert der Lage von &
§1/1=o ergibt. Dieser Vorgang wird von Zeitpunkt zu Zeitpunkt
. wiederholt. Es ergibt sich hier die gleiche einfache Struktur
der entsprechenden Kalmanfiltergleichung wie in 1.)

3)In den Komponenten von (G1l,32)

Hier wird eine Linearisierung um einenPréddiktionswert durch-

gefilhrt, wie sie beispielsweise in [1 S.181] angegeben wird.
Die entsprechende Gleichung (3/3) behdlt ihre vollstédndige
Struktur.



(V) = (2800 d0, Vot (205c+ 95) SV (280, S9,) Vo (20,9, s

+fﬂ~m ﬁHzm+5 + b,
/dV)— 9. Voo = (2882,+ I§,)Ve (205+ 9, )8V + 9.V
) +°‘AZm )*/qu+£ +b
(V,) = (240, ofy,v Veet (2.0 = 941 Ve = I Ve = 9 S,
-29.(R./R. )" IRIR. + B Rgm— x Aym + Eq+by
(cf@)=—<fp€
(5R) = dV,
& = ~dV/Re + 3o -y +4€
= dVe/R + J e ~x ey +4N
a'r = dg +dl, + x Wye = Bg+AZ
do, = SVi/R. -V /R.- IR , I 9, ==V, /R + V. /R IR
de, = cf9”-fan/@c)—YM/cos‘/Qc)'J@, IS, =82 cos 0. 40
dfl, = - L sin(0.) 4O |

Der Index ¢ kennzeichnet die mit Hilfe der Tragheitsnavigations-
gleichungen (2/1-12) berechneten Grdfen.

(36)

(37)

(38)
(39)

(40)
(%1)
(42)

(43)

21a

TIRaUT]

:3qr3ae (9-1/3) ualunyoTary JI9p FunioaTs

9TQ %°¢

TOT3TIOPONW

uazunyo
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Die barometrische Hohenmessung wurde in dieser Arbeit nicht
in das Modell mit aufgenommen. Ein Modell dieser HShenmessung

findet man in [10S.269f.f.]

Fliir die Dopplergeschwindigkeitsmessung wurde folgendes nichtli-
neare Modell aufgestellt (siehe S.7)

VGD = V\/El -+ VAT + bv + Weo (45)
; 0 Ve 20
xgp = arctan (Ve /W) -y Po + Wypt| Vy <O (46)

(Bezeichnung siehe Seite 7 )

Als linearisiertes Modell ergibt sich:

IVe= V= Ve = Ve Vo) U+ Wi/ Vo) S b+ Wy 42
dox: = X4 "O‘dc=(V,V(/VGIC-)C{VE-(Vgc/VGlc)d%-Y#ba-dep (48)

mit
. y 0 Ve 20
VGC - VVE‘C - V/VC . K ge= Orcltan(%'c/w/()*{fr Vwe ¢0

Im Kalmanfiltermodell werden alle numerisch vernachlédssig-
baren Terme weggelassen., Dabei sind die Entscheidungen 6ft
nicht einfach, da Abhédngigkeiten von der Position auftreten.
AuBerdem werden die Positionsfehler d@ und Jf nicht betrachtet,
da diese als nicht gemessene Integriererausgédnge nicht beob-
achtbar sind., Die Farbigkeit der Drift wird im Filter durch

die Annahme von integriertem, weiflen Rauschen beriicksichtigt.
Die Nullpunktsfehler ba und‘bv der Dopplermessung werden
entsprechend dem Abschnitt Beobachtbarkeit ins Filter mit .
einbezogen. Die Nullpunktsfehler der Beschleunigungsmesser

werden im Modell nicht mit beriicksichtigt.



Als gesamtes Fehlermodell ergibt sich:

(50)

(49)
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Da die Messungen Jy‘nur zu diskreten Zeitpunkten anfallen,
wird zu einem zeitdiskreten System iibergegangen. Die Inter-

vallange AT sei konstant.

k
iberfiihrt, heift Transitionsmatrix und ge-

Die Matrix, die den Zustand zum Zeitpunkt t, in den Zustand

zum Zeitpunkt tk+1

niigt folgender Differenzialgleichung [s. 2 S.22] .

@6 = at) Pe) mit Ble) - E (51)

wobei A(t) die Systemmatrix ist.

Innerhalb der Intervalle wird A als konstant angenommen. Dann
berechnet sich ,é nach

g=FE+AAT + ’//Z-HLAT"-(-M (52)

Diese Reihe wird nadherungsweise nach dem quadratischen Glied
abgebrochen. Moglichkeiten, Jé auch ohne Lésung von (51) bei
nicht im Intervall konstanter Matrix zu berechnen, sind in
[14, 8. 301] angegeben.

4, Zur Simulation:

4,1 Simulation der Flugzeugbewegung:

Es werden folgende Flugdaten vorgegeben:
Die im folgenden angenommenen Daten sind teilweise aus [10 S.21é]
iibernommen, teilweise aber ungiinstiger gewahlt, um das Filter

besonders zu beanspruchen (siehe Bild 3).



- B

Fall A)
A Hohe
km
[. o5
36 3b0 sec Zeit'
) Geschwindigkeit
km/h
1000 T
140 sec Zeit
Kurs
N Aquator
140s —
w o
45°
S

Die Flugdauer betragt 4 Stunden

Fall B) '

Geschwindigkeit, Hohe und Flugdauer wie bei Fall A).

Kurs _ N'

Aguator
%0s”

1h S

Bild 3: Flugdaten
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4.2 Simulation der Trﬁgheitsnavisation

Als Simulationsgleichungen der Trégheitsnavigation ergeben
sich: {(siehe S.4-5)

on = A= phev PRy ot + b
Am < Ay -~ xRy - -A, - & - b,
Aem = Py "/3145-&/4,,,—52 ~ b,
".,‘ = S%c“9e—/302-{}rw,,-zs£ |

ﬁ = e~ — ) @ —xwy — AN

b= ey - o, - -az

AE = VE

AN = WN

47 = VI

\{5 = Aem ~ (2 'Q/vc" Ove! Vze— (2 Q- .ch) Vyc

Vy = Fym = 20z~ Gpe) Ve — Sec Vae

V,Zc = HZm = Qec Ve = (2 'Q/vc“" S Ve — 9,'(9./R)2
Qc =t S |

/®j; = 9.vc/Cos9c

R, = Vg |

Die Bedeutung der GréBen entspricht denen der Gl. (2/1-12).

Der Index c (computed) heiffit hier berechnete Griéfe im Gegen-
satz zur wirklichen Grofe ohne Index.

(2}

(2}

Die Farbigkeit der Driften wurde durch Integration von weifiem

Rauschen simuliert.

Das Gleichungssystem wurde mit Hilfe eines Runge-Kutta-
Integrationsprogrammes vierter Ordnund mit automatischer
Schrittweitensteuerung gelost. Die statistischen StorgroBen.’
wurden hierbei, als gauBverteilte:s Rauschen angenommen (in

Intervallen von 1 Sekunde stiickweise konstant).

Die Simulationen wurden an einer TR%%0 des GRZ Berlin

vorgenommen.
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Die GroBenordnung der StorgroBen:

Bezeichnung Wert Bemerkung
-2 2

Nullpunktsfehler der b; 0.1 10 "m/sec
Beschleunigungsmesser b” 0.1 10-2m/sec

b, 0.1 1072
statistische Storungen {} 0.1 10-2m/sec2 weifles, gaufi-
. . -2 2| verteiltes dis-
in den Beschleuni- &N 0.1 10 2m/sec Eretes Hauschen
gungsmessern £ 0.1 10 "p/sec” | angegeben ist

/ die Streuung

45 1.2 meru ¥
Anfangswerte der Drift AN 1.2 meru

A Z 1.3 meru

ve 0.6 meru/h |weiBes, gauf-

. . . . verteiltes
Driftgeschwindigkei- VN 0.6 meru/h Rauschen, ange-
ten vz 0.6 meru/h |geben ist die

Streuung
|

4.3 Simulation der Dopplergeschwindigkeitsmessung

Als Simulationsgleichungen ergeben sich:
| =W+ \" + b
VGD- £ = v + Oy + Wgp

0 'Fu'r V’ ’/0

Xyp = 0"'C7l0ﬂ (VE/Vy} ba( + Wip {

GroBenordnung der Storung:

(siehe S.19)

m {U.f Vyéo

Bezeichng. Wert Bemerkung
Nullpunktsfehler in
Geschwindigkeitsmessung tL im/sec
Nullpunktsfehler' in ‘b
Winkelmessung o 0.604 min
statistische Storung in weifles, gauﬂ-**
Geschwindigkeitsmessung Wso 1.34 m/sec |verteiltes,dis-
: kretes Rausche
statistische Stérung in weifles, gauB-’*
Winkelmessung Wdo 3.1 min verteiltes,dis-
kretes Rauschiﬂ
1 meru entspricht 0.015 grad/h

* %

angegeben ist die Streuung
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Die Dopplermessung wurde nach 2 Minuten Flugzeit bei 1000 km/Std
Geschwindigkeit eingeschaltet,und die Messungen wurden alle

5 sec durchgefiihrt.

4.4 Simulation der barometrischen Hohenmessung

Es wurde von einer Wetterkarte ausgegangen. Die Druckschwan-

kungen iiber 4000 km wurden ermittelt, und es ergab sich folgen-

des Fehlermodell (Bild 4).

4,5 Simulation des Kalmanfilters

Es wurden die Gleichungen (3/3-6) gerechnet, wobei die Tran-
sitionsmatrix nach (3/52) berechnet wurde.

Die Werte fiir die Anfangswerte und die Varianzen sind

schwindigkeitsmessung

Nullpunktsfehler in Doppler-Win-
kelmessung '

Grofe Bezeichng. Wert
Anfangswertvarianz in

: 2
Geschwindigkeit in Ostrichtung J%. 1.0 (m/sec)
Geschwindigkeit in Nordrichtung dl, 1.0 (m/sec)?
Fehler im Winkel um die Ostachse o 0.25 10'8(rad)2
Fehler im Winkel um die Nord- ,G 0.25 10-8(rad)2
achse
Fehler im Winkel um die verti- )» 0.25% 10'8(rad)2
kale Achse 1k
Drift um die Ostachse AE 0,76 10 4(rad/sec)
Drift um die Nordachse awv 0.76 10-14(rad/sec)
Drift um die vertikale Achse A 0.76 10”1 (;ad/sec)
Nullpunktsféhler in Doppler-Ge- D, 1.0 (m/sec)

3.6 10~7(rad)?

Kovarianz in

sung

' -21,rad '53
Rauschen in Driftgeschwindig- Wi 0.72 10 ( /sec”)
keit um die Ostachse 21 g
Rauschen in Driftgeschwindig- Wy 0.72 10" “*(rad/sec”)
keit um die Nordachse 3 22

-21

Rauschen in Driftgeschwindig- W% 0.72 10 (rad/sec”)
keit um die vertikale Achse .
Rauschen in Doppler-Geschwin- Woeo 1.93 (m/sec)
digkeitsmessung 6/ ”
Rauschen in Doppler Winkelmes- Wap 0.824 10™ 4rad)




Sunssewuayoy Jop [IepowIeTyad :§ PITH

olx  (938) 1132

o 2 i i

t°2331  C0°C551  OCTCH2C 0070031 0070311  007DSOS 0006 0009 0C°DOB 0003 00-095— TUDSS —UUUSY —UUTUF " CROT038  0D°D$3  00°0S  00°08 00"

H
3 ' : $ ' H ¥ & !
: i . : . i v u i : i . i i ! ; : H
' . ;
!

- 26

POk A SRS SR, SNyt SR SO0, WL DO, o S O S | SO S U WL S
i b e i b i
H ” i M P
; : : : x H y g
! ! : . 1 : |
_ ! b owi - Bo I TR A . I
: i i w A N A
M : NN B By VS B w N
i i : | : ) i ! !
3 TR, W S S W SRR, S W (. | WU . | ! I 2 i i
i ! i ! . H ! “
. I b e diate ol RN O
2 B8 B ek ok it B o
H § . . i ! ! H :
St o Tt e 8 e
i e e 1o Toboabomfmdogqubond odm i,
: P A P L R O A D
¢ 1 " ; i i H ] H i |
! . | . . ok s Bl Lo bz L
F : : _ " Sl B
S R S - P - : i
b Lo LS S T S S S
. B 1 1 (NN S N e
: : | LRI .
) ! - e B R R i e s e S G e

o0 0z2-"

D0 0Dz~

T

00081~

T

00031~

T

D0°041-

T

[ IS

-

0D°001~

DD"DB'
AHIOH NI Y3 THIENG! L1604

(H)

T

00°01-

T

po°DT~"

00D

90°02




- 27 =
5. Auswertung 7

5.1 Der EinfluB der Nullpunktsfehler in den Beschleunigungs-

messermn

Unter Vernachlassigung der numerisch kleinen Terme in Gl.

(3/36, 37, 42, 43) ergab sich:

JV )"ANm ‘ﬂAZm'* bs“'fs
JV ‘(XAZ,,, —)"/qg,,, +b,,, +Ex
oc--JV/R + Blige = § e+ AE
/3=-—JV//-? +  Wee — X Wy +AN

Im Filter sind die Groflen bE und bN nicht implementiert.

Aus der Substitution

=/3 _bs/nz’” bzw. a= X + b”/'qZM

erkennt man, daB das Filter ihren Einfluf als Biasfehler in

den Winkeln und in der Drift deuten kann.

JV )”qu /’;’qu - €g
JV /q = Y/qsm - €y
& = -J%/Rc+f§u25—- f W * AE

/3= —st/Rc’LyUec = &'Uzc'*'AAZ/

mit A}, = AE - b;/AZm bzw. A’W = AN - by/'qz'n

Dieser Einflufl bestdtigt sich auch fiir das nichtlineare Mo-
dell an Hand‘'der Simulationen:

Bild 5 zeigt, daB die Geschwindigkeitsschatzung kaum von den
Nullpunktsfehlern abhéngt.

Aus Bild 6 ist ersichtlich, daB der Nullpunktsfehler einen
Biasfehler in den Neigungswinkel «, f — hier ist nur

angegeben - hervorruft.
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52 Der Einflufl der Nullpunktsfehler in der Doppler-Geschwindig-

keitsmessung

Im Abschnitt Beobachtbarkeit wurde fiir das linearisierte, zeitun-
abhadngige System die Nichtbeobachtbarkeit gezeigt. An sich ist die
Untersuchung des nichtlinearen Modells notwendig. Gedanken des Vor-
gehens in dieser Richtung findet man in.ﬁi] o« Es s0ll simulatorisch
gepriift werden, inwieweit das nichtlineare System ebenfalls nicht
beobachtbar ist. Dazu wurden zwei Anfangszustédnde gesucht, die beim
linearen System auf die gleichen Mef3groflen fiihren. Das nichtlineare

System wurde mit diesen Anfangswerten gestartet.

Anfangszustand I:

J\é/ﬁ/=JVgo
bv =bVo

b« =ba,
ANE) =AN,

Anfangszustand II:

(8 -y, R AN
b, = b, - & ac / AN,

b b"" Vnc A N, R‘Lg,
ANE) =

In den iibrigen Zustanden wurden in beiden Féllen die gleichen An-

fangswerte gewzdhlt, -
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Bild 7 zeigt, dal das Filter den Anfangswert von (JV% nicht
beriicksichtigt, sondern ihn iiber das genannte Zeitintervall
beibehalt.

Aus Bild 8 ist ersichtlich, daB die Schatzung der Drift in
beiden [Fdllen fast identisch verlauft und sich die Nichtlinea-
ritaten bzw. Zeitabhédngigkeit erst nach Stunden bemerkbar

machen.

Aus diesen Simulationen folgt, daB bei diesem gewahlten Kurs
das nichtlineare System ebenfalls als nicht beobachtbar anzu-

sehen ist.

5¢3 Der Einfluff von Manovern

Um den Einflufl eines Manovers zu untersuchen, wurde der Kurs II
(siehe Seite22 )simuliert. Es wurden wieder zwei verschiedene
Anfangswerte gemaf ( S, 30) gewahlt. Die Kursadnderung macht sich
als deutliche Spitze bemerkbar, aber sowohl die Nichtbeobacht-
barkeit als auch die Winkelverschiebung bleiben erhalten

(siehe Bild 9, 10, 11).

5.4 Vergleich mit reiner Tragheitsnavigation:

Fiir Kurs II wurden die Ergebnisse noch mit der reinen Tréadgheits-
navigation verglichen. An Bild 12 erkennt man die systemati-
schen Fehler der Trigheitsnavigation (84 Minuten Fehler). Die
Fehler mit Filter sind eine GrofBenordnung kleiner, aber bei

ihnen machen sich Manover starker bemerkbar.

SchluSbemerkung

Auftretende Divergenzen in der Positionsbestimmung wurden
durch die Nichtbeobachtbarkeit des Modells erklart. Diese Di-
vergenzen beruhen in der gleichzeitigen Schatzung von Drift

und Nullpunktsfehlern in der Doppler Geschwindigkeitsmessung.

Es ist moglich, durch eine 2-Lagenbodenausrichtung (two position
ground align-ment, siehe [EQL Seite 311 ) die Driften in Ost
und Westrichtung relativ genau zu schatzen, da man hier die
Béwegung der Plattform relativ zur Erde kennt (J%= O.JV& = 0,

A$£= 0). Da sich die Driften nur langsam indern, konnen diese
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Bild 9: Einfluf8 der Nichtbeobachtbarkeit bei vorhandenen Nullpunktsfehlern

in der Dopplergeschwindigkeitsmessung
Fehler in Ostgeschwindigkeit
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Bild 10: Einfluf8 der Nichtbeobachtbarkeit bei vorhandenen

Dopplergcschwindigkoitsne-sung
Drift um die Nordachse
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'Bild 11: Einfluf der Nullpunktsfehler in den Beschleunigungsmessern

Neigungsfehler
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geschdtzten Werte auch fiir die anfangliche Flugphase iibernom-
men werden. Dieses Modell ist beobachtbar, und es sind dann
biasfreie Schatzungen moglich, was auch durch weitere, hier

wegen Platzmangel nicht naher beschriebene Simulationen be-

statigt wurde.



Literatur

[1]  Aoki, M.:
Optimisation of Stochastic Systems;
Academic Press New York (1967)

[2] Brockett, R.W.:
Finite Dimensional Linear Systems;
John Wiley and Sons, New York (1970)

[3] Broxmeyer, C.:
Inertial Navigation Systems;
Mc Graw-Hill, New York (1964)

[4] Gantmacher, F.R.:
Matrizenrechnung
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften (1965)

[5] Gelb, A., Sutherland
Software Advances in Aided Inertial Navigation
Systems;
Navigation, Vol. 17, Nr. 4, S.358-369 (1970)

[6] Jazwinski, A.H.:
Adaptive Filtering;
Automatica, Vol. 5, S.475-485 (1969)

[7] Kalman, R.E.:
On the General Theory of Control Systems;
Proceedings of the first IFAC Congress S.481-492 (1960)

[8] Kalman, R.E., Falb, P.L., Arbib, M.A.:
Topics in‘Mathematiéal System Theory;
Mc Graw-Hill (1969)

[9] Krogmann, U,:
Regressionsverfahren zur optimalen Ausrichtung
kreiselstabilisierter Plattformen;

Regelungstechnik und Prozefdatenverarbeitung, Nr. 2 (1972)

[10]  Leondes, C.T. (Editor):
' Theory and Application of Kalman Filtering
AGARbograph 139,
- Technical Editing and Reproduction Ltd., Harford House,
London (1970)



[11]

[12]

[13]

[14]

(17]

- 40 -

Sage, A.P., Melsa,J.L.:

Estimation Theory with Applications to Communication

and Control;
Mc Graw-Hill (1971)

Savant, C.,J., Howard, R.C.,, Salloway, C.B.,
Principles of Intertial Navigation;
Mc Graw-Hill, New York(1961)

Schlee, F.H., Standish, C.J., Toda, N.F.:
Divergence in the Kalmanfilter;
AIAA J., Vol. 5, No. 6, S.1114-1120 (1967)

Schmidt, S.F., Weinberg, J.D., Lukesh, J.S.:
Application of Kalman Filtering to the C-=5
Guidance and Control System ;

AGARDograph 139 (siehe 4 ), S.289-334

Schonwandt, U.:
Approximations to Nonlinear Observers;

Automatica May 73

Sidar, M., Bar-Shlomo, Y.:

Savant,

A Comparison of the Effectiveness of some Adaptive

Optimal Filtering Techniques applied to the Gyro-

campassing Problem;

Preprint of the 5th IFAC Congress p.p.481-492 (1970)

Zurmiihl, R.:
Matrizen und ihre technischen Anwendungen;
Springer Verlag Berlin (1964)

O,

C.A,:






