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·Modellbildung zur Kalman-Filterung bei 

der Doppler-Trägheit-Navigation 

Zusammenfassung: 

Die Kalmanfiltertechnik ermöglicht theoretisch eine relativ 

genaue gemeinsame Auswertung von Meßdaten, die von verschiede

nen Navigationsverfahren gleichzeitig anfallen. Diese Arbeit 

beschreibt eine Kopplung von Trägheitsnavigation und Doppler

geschwindigkeitsmessung. Es wird versucht, die in der Litera

tur häufig dafür erwähnten Divergenzen in den Fehlern durch 

fehlende vollständige Beobachtbarkeit der gewählten Modelle 

zu erklären. 
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Zur Gleichungsnummerierung: 

Innerhalb eines Kapitels: fortlaufend 

Zitieren von Gleichungen aus · anderen Kapiteln: 

Hinzusetzen der Nummer des Kapitels; z.D. 

Gl. (J/16) heißt Gl. (16) aus Kapitel J 

Zur Schreibweise: 

A Matrix 

b Spaltenvektor 

bT Zeilenvektor 

hochgestelltes T = Transposition 
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1. Einleitung 

Die Kalmnn f iltertechnik hat aur dem Ge~iet der Flugzeugna

vigation eine gewisse Uedeutim~ erlangt, unter ~nderem des

halb, we il sie t h eoretisch eine relativ g enaue gemeinsame 

.'\uswert ung von Neßda ten, die von verschi eclenen Uordgerä ten 

anfallen, ermöglicht. In der Li t eratur gibt es verschied~ne 

Beschreibungen implementierter Anlagen ( z.B. '[io] ) , aller

dings fehlte immer der Satz der schließlich realisierten Glei• 

chungen,und auch Hinweise auf die zugrunde gelegten .Modelle 

sind meistens so allgemein gehalten, daß eine Hekon:5truktion 

der Gleichungen nicht möglich ist. [5] , gibt eine Übersicht 

über die Fehler in Abhängigkeit von der Ordnung der Modelle je-
' 

doch ohne die Modelle näher zu beschreiben. Häufig werden 

Divergenz en in den Fehlern festgestellt (z.ij • . bj ). Theo-
1 . 

retische Verfahren zu deren Beseitigung wurden entwickelt 

( z.B. ,in (6) [16] ) 

In den in diesem Bericht beschriebenen Untersuchungen erwies 

sich die Wahl der Zustandsvariablen und die Beobachtbarkeit 

des gewählten Modelles als entscheidend bei diesem Problem~ 

So stellte sich zunächst heraus, daß es bei der untersuchten 

Doppler-Trägheitsnavigation sinnlos war, sowohl Driften als 

auch Beschleunigungsmessernullpunktsfehler als Zustandsvariab

le, einzuführen, weil die Beobachtbarkeit dieser Größen nicht 

gegeben ist. Ferner konnte gezeigt ~erden, daß auch eine gleich

zeitige Abschätzung von Kreiseldriften und Dopplerradarnull-
, . 

punktsfehler aus. dem selben Grund nicht möglich ist. · Diese 

Tatsache führte direkt zu einem divergierenden Positonsfehler. 
. ' 

Es wird weit er gezeigt, . daß die Nullpunkts:fehlerder Beschleu-

nigungsmesser eine Neigung der Plattf.orm gegenüber der Hori

zontalen h,rvorrufen und kaum die Schätzung der Geschwindigkeit 

beeinflussen. 

In [14 Seite J1J] und (16) wird lediglich auf die bekannte 

s .chwierigkeit bei der Azimut,...-driftabschät zung hingewiesen. 

Es wird daher vermutet, daß ein Teil der beobachteten Divergen

zen auf die Nicht beobachtbarkei t der Zust.ände zurückgeführt 

werden kann. 
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In einer a b sch ließenden ü e me r 1, ·,.: n r wird a n g e (; eben, wie dieses 

P roblem d urch eine g eei ~:ne te ~~- odena 11sri c h tung , der Plattform 

weitgehend zu umgehen ist. 

13 ei der :3e s chrei1,u n r; d e r d ur c h g ef'i.,1hrt e n S im1.1l at ion einer F lu!~

phase wird versucht, alle Fctk t en wie l·l o d ell g leichung en, Zah-
' 

lenwerte usw. a n z u g e b en, so d Plß t ],eor e t is c h eine llekonstruktion 

m~ g lich sein so~lte, bzw. ein Verg le i ch mit An d eren Simulatio

nen vorg enommen werden kann. 

2 •• ne s_chrei_imng Ller ?-~eßver Ca h r en 

2.1 Trä g heitsnavigation 

Eine Methode d er P ositionsbestimmung von F lug zeugen ist die 

Trägheitsnavigation. Sie b eruht auf der Messung der ßeschleu

nigung, die mit Hil I' e dreier senkrecht Pl Ufeinanderstehender 

ßeschleunigungsmesserdurch ge:führt wird. Um eine :f este Ausrich

tun~ der Neßinstrum~nte z u gewährleisten, werd en sie auf einer 

kreiselstabilisierten P lattform montiert, die meist entspre

chend der Bewegung um die Erde mitgeführt wird. Dieses Mitfüh

ren kann unterteilt werden in eine Bewe gung , die die Plattform 

parallel zur Erdoberfläche hält ("Schuler tuned plat:form") und 

eine Bewegung, die die Plattform nach Norden ausrichtet ("north 

slaved platform"). Aus der Beschleunigunf:smessung kann unter 

Berücksichtigung der relativen Bewegung gegenüber einem erdfe

sten Koordinatensystem die Position bestimmt werden. Im folgen

den werden nur die zum weiteren Verständnis notwendigen Glei

chungen angegeben. Ihre Herleitung :findet man z.B. in [ .3] 

u. [12] \ 
• 

Da zu werden fol g ende Koordinatensysteme ein geführt (siehe ßild 1) 

1) Raumfes tes Koord inatensys t em X , Y , Z 

2) Erdfestes Koord ina ten s ystem_, e , TI 
mit 
~ g eo i rap h ische Län ~e 

Q g eo g r aphisch e ~rei t e 

n Abstand vom Er cimi-t telpunkt 

3)' Lok ales Koordinatensystem x E , "r,T, '<z 



0° Länge 

- Ja -

/ 

/ 
/R 

~x::..--::-"z~/ ~- - -
.... y ...... 

Äquator 

Bild 1: Koordinatensysteme 

\ 
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Als Bewegungsgleichungen der ide~l mitgeführten Plattform 

ergeben sich: 

~=AE-(2[2N-f,,,)Vz - (2Dz-fz)~ 
'4 = AN - /2.flz - fz J VE - fe Vz 

( 1) 

( 2) 

~=Az - JE VN- {2flN-JN)~ - g fR) ( 3) 

e- -f1: ( 4) 

9[ =: t/cos(0) ( 5) 

R = ½ (6) 

JE=-V,.,/R, ~N= VEIR , Jz = ¼IR 
.nN = fl cos( 0), . flz= D. s,n (0), g (R )~ 9o · f Ro/R )2 

tan (e) 

mit 

AE' AN' Az 

VE, VN' Vz 

flN,4 

5'E,s>N,5'z 

R 
0 

"' 
go 

Anzeigen fehlerfreier Beschleunigungs

messer, wenn sie genau in Richtung der 

lokalen Koordinaten ausgerichtet wären 

Geschwindigkeiten relativ zur Erde, angegeben 

in den lokalen Koordinaten 

Winkelgeschwindigkeiten der Erde, angegeben 

,um die lokalen Koordinaten 

Winkelgeschwindigkeiten der Plattform rela

tiv zur Erde, angegeben um die lokalen 

Koordinaten 

Erdradius 

Winkelgeschwindigkeit der Erde um die Pol

achse 

Erdbeschleunigung 
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Durch Unvollkommenheiten der Ausrichtung und Meßungenauig-

keiten ergeben sich unter anderem folgende Fehler in den 

Messungen: 

mit 

REm - AE 

RNm- RN 
Azm- Az 

• 
O< -

• ß-
• r = 

= - y-AN + /3 Az + 'e + hE 

= -0( Az + r Rf + f_N + bN 
= -(3 RE ·+ ex AN + lz -i- bz 

gEC - gE + /l lvz + f u)~ + L1E 

fA)NC- lJN + r f E + 0( t.Jz + /JN 

cJz, - Vz + oc v.111 + ß IAJE ·+ /Jz 

s>N + ,nN , Wz == f,z, ·+ Jl,z 

( 8) 

( 10) 

( 11) 

( 12) 

Winkel zwischen den lokalen Koordinaten

achsen und der Plattform 

Anzeigen der Beschleunigungsmesser, wenn 

die Plattform gegenüber den lokalen Achaen 

um kleine Winkel Ol, f, f verdreht ist. 

Meßrauschen der Beschleunigungsmesser 

(weiß angenommen) 

Nullpunktsfehler der Beschleunigungsmesser 

(konstant angenommen) 

absolute Winkelgeschwindigkeiten der Platt

form, angegeben in den lokalen Koordinaten 

j> FC 
I 

t,JNc, Wzc e.rrechnete Nachführwinkelgeschwindigkei ten 

jEc, Svc 
I 

fzc errechnete Winkelgeschwindigkeiten der 

Plattform relativ zur Erde, angegeben in 

den lokalen Koordinaten 

errechnete Winkelgeschwindigkeiten der 

Erde, angegeben in den lokalen Koordinaten 

Driftwinkelgeschwindigkeiten der Plattform 

(farbig angenommen) 



In der Position ergibt sich hierdurch ein Fehler, der mit der 
• 

Zeit wächst und dem sinusförmige Schwingungen überlagert sind 
1 

(84 Minuten- und 24 Stundenfehler) (siehe z.B. [~). Außerdem 
divergiert die Messung der Höhe ·bei -er reinen Trägheitsnavi

gation wegen ·des nichtlinearen Zusammenhangs zwischen Höhe 

und Erdbeschleunigung (siehe 11 s.83 . ).Aus diesem Grund wird 

die Höhe meist barometrisch gemessen. 

Wesentlich für die Genauigkeit der Trägheitsnavigation ist eine 

gute Ausrichtung der Plattform bei Beginn des Fluges (ground 

align ·.nnent). Viele Arbeiten befassen sich gerade mit dieser 

Phase ([9] , (i.6] ). 

Um die mit der Zeit anwachsenden Fehler in Grenzen zu halten, 

wird die Trägheitsnavigation mit weiteren Verfahren wie bei

spielsweise der Geschwindigkeitsmessung mittels Dopplerradar 

gekoppelt. Di~se Kopplung verbindet die guten Kurzzeiteigen

schaften der Trägheitsnavigation mit den guten Langzeiteigen

schaften der anderen Verfahren. 

rl 

\ 

. . 
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2.2 Ge•chwindigkeita■esaung aittel• Dopplerradar 

Die••• Verfahr•~ wird hier nur insoweit betrachtet, al• •• 

t"ilr die aufzustellenden MeBgleichungen wichti1 iat. labe

rutai auf der Mesaung der Frequenzverschiebung z,n.achea einer 
auageaendeten und vo• Boden reflektierten Radiowelle. Die 

Verachiebung ist propor~ional der Geachwindigkeit 4•• Plua

ze~a• ~el~~iv zu• Boden in Richtung der Auabreit•1 der 

R4diowelle. Durch geeigneten Aufbau der Antenne ~a• der 

Betraa der Bodengeschwindigkeit Vc. des Flug~eug• uad der 

Winkel swiachen Flugzeuglijng• .ach•e und Bodengeachwindigkeit 

( Dpft1Q.nkel O<p ) ge■esaen werden ( ,Jiebe Bild 2) ~ Ohne Jtennt

nia der Auarichtung der FlugzeuglJngs.achae i•t •• N■it ni,~t 

■öglich, die Richtung der Geacbwindigk~it zu erlllitteln. Der · 

Winkel zwtachen der FlugzeugUing s achae und der lokalen Nord

richtung (Asi■uv.winkel ~) kann jedoch direkt von der Platt

fora abgeleaen we~den, so daß mit der Dopplenaeaaung dann die 

Geschwindigkeit nach Betrag und Richtung beati-t wird. 

Al• Gleichungen für die Dopfler••••ung werden atark verein
facht angeno-en (siehe Bild 2) 

' 
VG Bodengeachwin~igkeit 

O<J · Abdriftlfinkel 

V GD 
1
· 01.Jo Meßwerte der Doppl,ermessung 

Wao, w10 MeBrau•chen (w~iB angeno•en) 

bv, b« Nullpunktafehler (konatant anseno-en) 

t 
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Nord 

J 

,., f ..... 

t 

J .. 

Bild 2: Geschwindigkeitsdreieck (Dopplermessung) 

r 

e Azimut,;,,winkel 
A 

Abdri:ftwinkel 

Kurswinkel gegen die lokale Nordachse 

V~ Windgeschwindigkeit 

VG Bodengeschwindigkeit 

t 

l. 

In dieser Arbeit\ wird die Kopplung von Trägheitsnavigation 

und Doppler-Geschwin.4i'gkei t smessung mit Hil:fe des Kalman:f'il ters 

durchge:fiihrt. 
"" 

). Zur Anwendung des Kalman:filters 

3.1 Die Kalman:filtergleichungen 

Es wird hier von den z.B. in [11. s. 282] angegebenen diskre

ten Kalman:filtergleichungen ausgegangen: 
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Zugrunde liegt ein System 

mit 

( 1) 

Zn+t = 8n+1 xn+1 + ~+1 ( 2) 

n Index zur Kennzeichnung der Zeit 

x Zustandsvektor der Ordnung n 

~ 
H 

w 

Transitionsmatrix der Ordnung nxn 

Beobachtungsmatrix der Ordnung mxn 

Meßvektor der Ordnung m 

Rauschvektor, der Ordnung n 

t , l. 

w beschreibt ein weißes, stationijres gaußver- L 

teiltes Rauschen mit dem Mittelwert Null und 

der Kovarianzmatrix Q 

~ positiv semidefinite Matrix der Ordnung n:xn 

v Rauschvektor der Ordnung m 

v beschreibt ein weißes, stationäre■, gaußver

teiltes Rauschen mit dem Mittelwert Null und 

der Kovarianzmatrix R 

R positiv defini t ·e Matrix der Ordnung m:xm 

Als im Sinne eines quadratischen Kriteriums optimale ,· Filter 

ergeben sich die Kalmanfiltergleichungen: 

\ 

mit 

n/n Index der Schätzung zur Zeit n aufgrund von Messungen 

bis zur Zeit n 

n+t/n Index der Schätzung (Prädiktion) zur Zeit n+1 aufgrund 

von Messungen bis zur Zeit n 

~ geschätzter Zustandsvektor (Ordnung n) 

p Kovarianzmatrix des geschätzten Zustandes (Ordnung nxn) 
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3.2 Zur Beobachtbarkeit des Modells 

Eine Besonderheit bei dem betrachteten Navigationsproblem ist, 

daß in dem mathematischen Modell des Systems die Rauschgrößen 

mit einem von Null verschiedenen Mittelwert behaftet sind. Um 

dies zu berücksichtigen, werden die Modellgleichungen (1 u. 2) 

umgeschrieben. 

(8) 

w".'. { 1/,,} ist wieder stationäres, weißes, gaußverteiltes Rau_,, 1 i, 

sehen mit dem Mittelwert Null und Kovarianzmatrix Q (~). 

Geht man davon aus, daß sich die Mittelwerte nur sehr langsam 

ändern, so könnte , ~an sie durch Einfügung neuer zusätzlicher 

Zustände in der Form 

bzw. ( 10) 

berücksichtigen. 

Hierbei ist L'.ln und Yn weißes, stationäres gaußverteiltes 

Rauschen. 

Der abzuschätzende Zustandsvektor wäre dann um die Zahl der 

Mittelwerte vergrößert worden. Es zeigt sich, daß bei diesem 
\ 

Vorgehen die Beobachtbarkeit des Zustandsvektors bei nicht 

zeitvariablen Systemen nicht gewährleistet ist, d.h. nach 

[ 8, S. 338] wäre dann nicht die Möglichkeit einer "bias.r 

freien" Schätzung gegeben. 

Um dieses Problem zu verdeutlichen, wird ein' kontinuierliches 

deterministisches System 
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! ' : •, 1 ·, ' ., 

' 1' . [ ,> ' i\' 1/ 1 1 1 

• 
X = A X + d ( 11) 

.. 
• 
d = 0 ·:{ 

( 12) 
\ l I 

1 .,-. 1 ' 
{ 1\)) - -

J:. = C X + b 1 1 -( ' ,-
' ·- _i-J 

-- - 1 
- J 

b ' = 0 ·"' ' Cr14) --<· 

~\ (', 
( 

\ ' .., •.,I 

mit x Zustandsvektor {Ordnung n) 
1 

1!, b konstante, aber unbek4~nte Vektoren {Ordnung n bzw.•> 
[ ... 1 

A, C bekannte zeitunabhängi g.e ,Matrizen betrachtet. 
- f ' . ' 

l 1 ' . ' ' < 1 1 
Ohne Einscnränkung der AllgJnte i nheit (dar~uf wird / noch einge-

gang~Jll) wird- angenollllllen, daß ,die MA~rix,,A ei~e Inverse besitzt. 
- ,, , ... " J • , ' I r 0 ? . 1 , 

1thir c~ ~s"l1:anldser,we1it,er,ung e,i'!hal,"t,~n w:i z: fol-gendes Syste.m: 
1 ,.-i, • f' ./ 1 • r , J I r \. 

..... . i ;·· t t,1:)(i.i. "' ,.iI 1 ")91CJ 

B -r r•o' >(,1 t c' '( ,.> . <\ 1 ',. C1 •➔ •, · 1· l 

0: Q: Q-
- 1 1 -- -- .. - -- -'- ----
0: 0; 0 
- 1 - t -i 1 

) . 

• r l, r , 

1.:"w .i"t 1,J 

• 
' I'\ 1 --y \ ) ~~ 1 

-~j 
,. ,_\1 -- .1 - 1 - - ·1 i 

1 
---1 \ 1 

~ 1 1 '. .. J ) 

,_ ( 16) 
1 ' I 

t~ 
• 1 -

• 1 d j .1 
Die neue Systemmatrix hat die Ord11;ung C-2n+m) x 

1 1 'y ' .,/ 1 () 
neµe,, Meß~~,i;fii-,ru ~_?tf' ,9,f,~n~-n~ ( D!tt X _( ~~ +

1 
m) ) • J _ 

( 2n+m), die 
l ', ., 

t ( 

Durch die reguläre Transformation 
'J 

X 
---- ( 17) 

d 
b .., 

• zur Schreibweise 
1 E-+§1 sei die Blockmatrix 

gebildet aus diesen Matrizen. E sei die Einheitsmatrix, Q die 

Nullmatrix. Die Ordnung der Untermatrizen erkennt aan an der 

Ordnung der Vektoren~• 1!, ~. 
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wird das System in Blockdiagona 1~orm Überg~führt : 

• 

(18) 

r f = 1 C 0 (19) 
, 
Aus dieser Darstellung erkenn t man, daß d von den übrigen 

Zuständen vollständig entkopp e lt werden kann. Es hat auch keinen 

Einfluß auf die Messung. Hiern us folgt, daß d nicht beobacht

bar ist. Wir betrachten jetzt rtas um d reduzierte System: 

• 

ff-
A . 0 ~f-- ---- - .1. -- ---1 

Q' 1 0 1 

: 
(2o) 

'i- - \C II ~ft (21) 

Hier gilt folgender Satz: 

Das System (20)ist dann und nur dann beobachtbar, wenn 

das System \ 

x-Ax 

'j= C X 
beobachtbar ist und wenn A regulär ist. 
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Zum Beweis definieren wir folgende Matrizen: 

C C :[ ,-------- - - -.- - -

B- CA 
ur: d BA O 
-B-

C B 1+~ Q 
-- -- -,- ---

1 

1 -- -- -._ ----

Bist eine (m+n)xn Matrix und i ein ((n+m)xm')x(n+m) Matrix. 

Der obige Satz ist zu folgendem äquivalen~ &~ s.17~ 
Rang ( B ) = n A Rang ( ~_) = n <=) Rang ( B) = n + m 

- -Beweis: hinreichend:Rang(~)~ n+m (~ hat nur n+m Spalten) 

Die ersten m Zeilen sind linear unabhängig, 

sie sind auch unabhängig von den restlichen 

Zeilen (trivial). Die nachsten n•m Zeilen haben 

den Rang n, da Rang ( B) =n A Rang(~_) =n -,)Rang(!!!) =n - . Es folgt:Rang(~)=n+m 

notwendig: aus Caley - Hamilton (17 s.77) folgt, 
1 

die l~tzten (m-1) m Zeilen sind linearebhingig 
. ' 

von den ersten Zeilen: , . . 

( A n+j = -An-1 [ B n+j-;f - An-i GA:J:2. .. . -~.CA J 

Beim Streichen dieser Zei1•n in. ~ bleibt der 

Rang erhalten: 

Rang (ff}~ Rang 



- 14 -

~ . . ' 
Nach gleicher Argumentation wie im ersten Teil des 

Beweises folgt: 

C : E 
Ran9 BAJ--Q =Rang 18AI +-m-m+n 

Rang (BA)- _n 

Aus Rang(XY) E Min(Rang(~),Rang(.!_)) [17,s.70] 

folgt: 

Rang/R)=n 

Rang ( 8.) = n 
Somit ist der Satz bewiesen. 

Wegen dieses Satzes stellt die Annahme der Existenz von ~-l 

bezüglich der Beobachtbarkeit keine Einschränkung dar. Die 

Zahl der beobachtbaren Systeme wird daher stark reduziert. 

Mit Hilfe der Transformation (17) erhält man: 

,...,, 
X-X 

d=J 
~ -"1 -h . b+CB d 

\ 

Es sei hier bemerkt, daß tatsächlich eine 

(22) 

(2J) 

(24) 

Schätzung von x 

und nicht von~ apgestrebt wird. Da unser System nicht voll

ständig beobachtbar ist,erwartet man hier zuviel. Das Ergeb

nis ist ein scheinbares Versagen des Kalmanfilters, da Bias

fehler bzw. sogar Divergenzen auftreten können. Diese Ursachen 

für Divergenzen wurde nach dem Wissen der Autoren tm Fall 

der Navigation nicht intensiv untersucht, obgleich sie vermut

lich in vielen Fällen als wesentlicher Grund für beobachtete 

Divergenzen in Frage kam. 
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J.J Zur Linearisierung des Modells 

Bei dem hier geschilderten Navigationproblem liegt ein stark 

nichtlineares und zeitveränderliches System vor [siehe s.4 ]. 
Um die Kalmanfiltertheorie anwenden zu können, ist es not

wendig eine Linearisierung durchzuführen. 

x==f(x) +[ -
Sei 

(25) 

(26) 'tK = 9.x ( XK) + l I( 

ein nichtlineares System mit dem Zustandsvektor x (Ordnung n), -
b7,w. xk=~(tk), den bekannten Vektorfunktionen L und ~k' 

dem weißen Eingangsrnuschen S ,dem diskreten Meßvektor ~k 

(Crdnung m)zum Zeitpunkt tk und dem diskreten weißen Meß

rauschen f". 
Linearisiert man (25),(26) um eine nominale Lösung x mit 

so folgt: 
R'=f (X) i= ~k(Z) 

x-frxJ= M/ rtS.-gJ +E <21> 
- ~:sf 

11(- 9) X")= ti ( ?f,c x.) + '" <2a> 
- ~~"-g" 

mit den Jacobimatrizen ;>[ und .gj.,c 
a~ o~" 

Nach Überführung in ein diskretes System erhält man: 

XH+Jt-fl<~-1 ~-QJt(gK)(x'<-~) +J/K (29) 

wobei fPl(die zugehörige Transi tionsma trix upd f'C ein 

Rauschenr äquivalentes, diskretes Rauschen ist. 

Wahl ;°'.: der nominalen Lösung: 

dem 

Zur bessere~ Übersicht werden die Navigationsgleichungen im 

folgenden Modell zusammengefaßt: 

' . • 1 
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• f~ f r RmJ y - ' ex ' .s. ' (Jo) 

• L {.r BmJ ex - (XI i ( J 1 ) 

• J
3 

(L ~ , Bm) J. - ~. ( J :2) 

r Ortskoordinaten und Geschwindigkeiten relativ zur Erde 

~ Winkel der Plattform gegenüber der Erdoberfläche 

A gemessene Beschleunigung an den drei Beschleunigungsmes--m 
sern 

i zusätzliche Störungen wie Driften usw. 

1- additives, weißes,gaußverteiltes Rauschen mit dem Mittel

wert .2· 

Es werden jetzt Messungen mit Hilfe des Dopplerradars und der 

barometrischen Höhenmessung zu diskreten Zeitpunkten tk 

durchgeführt: 

( J J) 

~k Messungen zu den Zeitpunkten tk 

~ additives,gaußverteiltes,weißes Rauschen mit dem Mittel
~!( 

wert Q• 

Um einen möglichst geringen Aufwand im Kalmanfilter zu errei~ 

eben, wird die Linea~isierung in den Gleichungen (Jo-J2) um 

eine nominale Lösun~ durchgeführt, die sich wie folgt zu

sammensetzt: 

t)In den Kompone9ten von r(Gl. Jo) 

Hier wählt man die Lösungen der ungestörten Träghei tsnavigation 

(Gl. 2i_,1-6). · 

r = :f, ( -P:, 0, 0 ·, Rrn ) 
Diese werden zu den diskreten Zeitpunkten ·tk jeweils neu 

mit ~(tk)=rk/k gestartet. 

Durch diese Wahl der nominalen Lösung vereinfacht sich 

die Kalmanfiltergleichung (J/J) zu 

(J5) 

da hier Terme der Form rk/k-rk verschwinden. 
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2)In den K.omponenten von a(Gl.J1) 

Die nominale Lösung ist hier ~k=o. Gestartet wird das Filter 

mit ~
0

=o. Zum Zeitpunkt t 1 erreicht es den Wert tt/i• Um eine 

möglichst erdparallele Ausrichtung der Plattform zu erreichen, 
A. 

wird sie jetzt mit Hilfe von Servomotoren um a
1

; 1 zurilckge-

dreht, so daß sich dann wieder als Schätzwert der Lage von~ 
/\ 
~ 1; 1=o ergibt. Dieser Vorgang wird von Zeitpunkt zu Zeitpunkt 

wiederholt. Es ergibt sich hier rlie gleiche einfache Strµktur 

der entsprechenden Kalmanfiltergleichung wie in 1.) 

J)In den Komponenten von (Gl.32) 

Hier wird eine Linearisierung um einenPrädiktionswert durch

geführt, wie sie beispielsweise in [1 s.181] angegeben wird. 

Die entsprechende Gleichung (3/3) behält ihre vollständige 

Struktur. 

\ 



• 
(d~) = (2cfDz+ dfz)VNc+ (2Dzc+Jzc)JVN-(2J[2N+ JJH) Vzc-{2Q.vc+SJNc)JVz 

+rR - ßAzrn+ [ +bE <36> • O NM E 

/ d ¼J - dJE Vzc - (2 Jflz+ J fz} ~c- (212zc-+- 5>zc J d VE + 9Ec cf Vz 
• -,. ex Azm - r AEm + EN + bN (37) 

{ cJVz) = f 2 cf[lNc- d5>N) VEc + {2 f2Nc- 9Nc J J¼- - J JE ~c - ~Ec d~ 
. -21~(RofRc)

2 
JR/R, +ßAErn-cxANm +Ez+hz <JB> 

fd0J=-cf 9€ <J9> 
• 

{ JR) == JVz (4o> 

~ = -dV..vf Re + /3 Wzc - '{WNc +4E (41) 

ß = dVC! R + r (,JcC - ()( Wzc +/J.N (42) 

f =- d _5)2 + cf [2 z + ex lJ Ne - ß W €c + /J. Z < 4 3 > 

cf9N-= JVE/Rc ~ VEcf ~; · JR 
I 

cf 9E =-J~/Rc + ¼cfRcz._ cfR 
cf 5'z = d9,/fon(0) - JM:/ cos'(0c} • J0 , JJ),z = Q e,os 0c JQ 
Jf2N = - J2 sin f 0cl cfe 

Der Index c kennzeichnet die mit Hilfe der Trägheitsnavigations

gleichungen (2/1-12) berechneten Größen. 

Cl w 
1-'· • 
(1) ,1:-

t"" Cl 
1-' · 1-'· 
::! (1) 
(1) 
1)) X 
'1 0 
1-'· 0. 
rn (1) 

1-'· 1-' 
(1) .... 
'1 
s:: .... 
::! (l) 

()q 1-'· 
(') 

0. :,' 
(1) s:: 
'1 ::s 
c;) (l) .... ::s 
(l) 

1-'· ..... 
(') CX> 
:,' ... ... 
::s 
r,q 
(1) 

;j 

-l'\J 
'--.. 
~ 

1 
O"I -
(l) 

'1 
()q 
1-'· 
C' 
r+ 
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Die barometrische Höhenmessung wurde in dieser Arbeit nicht 

in das Modell mit aufgenommen. Ein Modell dieser Höhenmessung 

findet man in [1oS.269f.f.] 

Für die Dopplergeschwindigkeitsmessung wurde folgendes nichtli

neare Modell aufgestellt (siehe s.7) 

VGD C: vvfl. + v~· + bv +WGD 

O<do = ard an ( VE i°VrJ) -r+ bac + Wdo+ [; 
(Bezeichnung siehe Seite 7 ) 

Als linearisiertes Modell ergibt sich: 

mit 

v.,,, ~ 0 
\/ <0 (46) 
VN 

Im Kalmanfiltermodell werden alle numerisch vernachlässig

baren Terme weggelassen. Dabei sind die Entscheidungen oft 

nicht einfach, da Abhängigkeiten von der Position auftreten. 

Außerdem werden die Positionsfehler J0 und Jf nicht betrachtet,
1 

da diese als nicht gemessene Integriererausgänge nicht beob

achtbar sind. Die Farbigkeit der Drift wird im Filter durch 

die Annahme Vfn integriertem, weißen Rauschen berücksichtigt. 

Die Nullpuiiktsfehl•r ba und bv der Dopplermessung werden 

entsprechend dem Abschnitt Beobachtbarkeit ins Filter mit 

einbezogen. Die Nullpunktsfehler der Beschleunigungsmesser 

werden im Modell nicht mit berücksichtigt. 



• 
► 

VE \ 
0 0 0 Azm ANm 0 0 0 0 0 VE tE 1-' 

Cl! 

(A 

VN 0 0 Azm 0 AEm 0 0 0 0 0 VN tN (1) 

Cl! 

1 
~ 

-1/R 0 
3 ex 0 0 Wze -wNe 1 0 0 0 0 ex <+ 

1 
e (1) 

Cl! 

ß 1 1/R 0 -w 0 wEe 0 1 0 0 0 ß 0 "%l e Ze (1) 

1 

::r 
'{ 1 

/ 1-' 
0 0 wNe -wEe 0 0 0 1 0 0 t 0 (1) 

' 
11 -

1 
+ (49) 3 

0 
t.E 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 t.E WE a. 

Cl) (\) 
1-' 0 

1 

t.N 1 1 wN 1 
1-' 

t.N 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 i 1 
(1) 

11 
(A 

t.Z 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 t.Z 1 

1 :z / 
1-'· 
o' 
C'+ 

bV / \ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I \ bV / 
Cl) .... 
0 .... ... 

b ex / \ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I \ b ex/ \ 0 1 .. 

VE 

VN 
ex 

ß 

r 
VI 1 

VEe VNe 
0 0 0 0 0 0 1 0 t.E IWGD 

V V-
. Ge . Ge t.N +I i :::: I V -V 6Z (50) 
Ne Ee 

0 0 0 0 0 0 0 1 wdD ex 1 1 (V-)2(V-)2 
bV Ge Ge 

b ex 
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Da die Messungen dy nur zu diskreten Zeitpunkten anfallen, 

wird zu einem zeitdiskreten System übergegangen. Die Inter

vallänge 6 r sei konstant. 

Die Matrix, die den Zustand zum Zeitpunkt. tk in den Zustand 

zum Zeitpunkt tk+i überführt, heißt Transiti.onsmatrix und ge

nügt folgender Differenzialgleichung (s. 2 s.22] • 

( 51) 

wobei A(t) die Systemmatrix ist. 

Innerhalb der Intervalle wird Aals konstant angenommen. Dann 

berechnet sich ~ nach 

( 52) 

Diese Reihe ~ird näherungsweise nach dem quadratischen Glied 

abgebrochen~ Möglichkeiten, ,i auch ohne Lösung von (51) bei 

nicht im Intervall konstanter Matrix zu berechnen, sind in 

f 14, S. )01 J angegeben. 

4. Zur Simulation: 

4.1 Simulation der Flugzeugbewegung: 

Es werden folgende Flugdaten vorgegeben: 

Die im folgenden angenommenen Daten sind teilweise aus [10 s.210] 
übernommen, teilweise aber ungünstiger gewählt, um das Filter 

besonders zu beanspruchen (siehe Bild)). 

\ 

. ' 



Fall A) 

. \ 

4 

1000 

Höhe 
km 

30 
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300 sec 

Geschwindigkeit 
km/h 

140 sec 

Zeit 

Zeit 

Kurs 

-----------------N---Äquator 

140s-
w 0 

s 

Die Flugdauer beträgt 4 Stunden 

Fall 8) \ 

Geschwindigkeit, Höhe und Flugdauer wie bei Fall A). 

Kurs 

Äquator·----.-------

1h 

Bild): Flugdaten 

w 

N 

0 

s 
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4.2 Si.mulation der Trägheitsnavigation 

Als Simulationsgleichungen der Trägheitsnavigation ergeben 
~ich~ (siehe s.4-5) 

Ar,,,, -
ANWI 

rAN + 

o< Az 
; . . ll;m, 

• 
0( 

. 
Re 
Die 

De_r 

/3 AE 0< AN Ez 
=-

-
- CcJ2,c - Wz 

/3 t..)z - r 4)11 

f S', - oc f..Jz 

oc WAi -/3 ~G 

.::::a 

==a 

VE 
VN 
vz 

- - s>Ec_ 

- ( 2 fl11, - 911,) Vz,- (2 I2z,- 5'z,) VN', 
(2 fl.z,- gzc) VEc - 'sEc Vzc 
9Ec VN, - (2 nNC - g~) ¼, - go. ( R./ R) 

2 

-=- .9Nc / c~s 0c 
- Vzc\ 

Bedeutung der Größen entspricht de_nen der Gl. ( 2/ 1-12). 

Index c (computed) heißt hier berechnete Größe im Gegen-

satz zur wirklichen Größe ohne Index. 

Die Farb~gke·i t der Drif'ten wurde durch Integration von weißem 

Rauschen simuliert. 

Das Gleichungssystem wurde mit Hilf'e eines Runge-Kutta

Integrationsprogrammes vierter Ordnund mit automatischer 

Schrittweitensteuerung gelö~t. Die statistischen Störgrößen: 

wurden hierbei, als gaußverteil ter; Rauschen angenommen ( in 

Intervallen von 1 Sekunde stückw'eise konstant '). 

Die Simulationen wurden an einer TR~40 des GRZ Berlin 

vorgenommen. 
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Die Größenordnung der Störgrößen: 

"' ., 

J• :· '" tsezeichnung 

Nullpunktsfehler der b, 
Beschleunigungsmesser b„ 

bz 
statistische Störungen (E 
in den Beschleuni- CN 
gungsmessern 'z 

/JI:-
!Anfangswerte der Drift '1N 

l1Z 
VE" 

Driftgeschwindigkei- l7N 
ten vz 

.Wert 

0.1 -2 10 m/ sec 2 

0.1 -2 10 m/sec 2 

0.1 10-2 

0.1 -2 10 m/sec 2 

0.1 -2 2 10 m/ sec 

0.1 -2 2 
10 m/ sec 

1.2 meru • 

1.2 meru 

1.3 meru 

o.6 meru/h 

o.6 meru/h 

o.6 meru/h 

4.J Simulation der Dopplergeschwindigkeitsmessung 

Bemerkung 

. 
weißes, gauß-
verteiltes dis-
kretes Rauschel'l 
angegeben ist 
die Streuung 

weißes, gauß-
verteiltes 
Rauschen,ange-
geben ist die 
Streuung 

Als Simulationsgleichungen ergeben sich: (siehe s.19) 

vG D = vv;. 2. +- v,/ 4- b.,, + w-.. D 

<Xdo -= ar-c fan ( Ve / VN r 611( .,_ v,o { 0 '": v,, ~0 

1f '"' VN ~ 0 Größenordnung der Störung: 

Bezeichng. 

Nullpunktsfehler in 
bv Geschwindigkeitsmessung 

Nullpunktsfehler' in b„ Winkelmessung 

statistische Störung in 
Geschwindigkeitsmessung 

' "4/G D 

statistische Störung in 
Winkelmessung v,o 

• 1 meru ~ntspricht 0.015 .~rad/h 
•• angegeben ist die Streuung 

Wert 

1m/sec 

0.604 min 

1.34 m/sec 

J.1 min 

Bemerkung 

weißes, gauß- 'ff 

verteiltes,dis-
kretes Rauschen 

weißes, 
., 

gauß-
verteiltes,dis-
kretes Rauschel'l 
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Die Dopplermessung wurde nach 2 Minuten Flugzeit bei 1000 km/Std 

Geschwindigkeit eingeschaltet,und die Messungen wurden alle 

5 sec durchgeführt. 

4.4 Simulation der barometrischen Höhenmessung 

Es wurde von einer Wetterkarte ausgegangen. Die Druckschwan

kungen über 4000 km wurden ermittelt, und es ergab sich folgen

des Fehlermodell (Bild 4). 

4.5 Simulation des Kalmanfilters 

Es wurden die Gleichungen ()/)-6) gerechnet, wobei die Tran

sitionsmatrix nach ()/52) berechnet wurde. 

Die Werte für die Anfangswerte und die Varianzen sind 

Größe 

Anfangswertvarianz in 

Geschwindigkeit in Ostrichtung 

Geschwindigkeit in Nordrichtung 

Fehler im Winkel um die Ostachse 

Fehler im Winkel um die Nord
achse 

Fehler im Winkel um die verti
kale Achse 
Drift um die Ostachse 

Drift um die Nordachse 

Drift um die vertikale Achse 

Nullpunktsfehler in Doppler-Ge
schwindigkeitsmessung 

Nullpunktsfehler in Dopple~-Win
kelmessung 

Kovarianz in 

Rauschen in Driftgeschwindig
ke{t um die Ostachse 

Rauschen in Driftgeschwindig
keit um die Nordachse 

Rauschen in Driftgeschwindig
~eit um die vertik~le Ach•e 

Rauschen in Doppler-Geschwin
digkeitsmessung 

Rauschen in Doppler Winkelmes
sung 

Bezeichng. 

klr 

WAi 

w'z 

W'cp 

kldo 

Wert 

1.0 (m/sec) 2 

1.0 (m/sec) 2 

-8 2 0. 25 10 ( rad) 

O. 25 10-8 ( rad) 2 

0.25 10-8 (rad) 2 

0,76 10-14(rad/se~)~ 

0.76 10-14(rad/sec)~ 

0.76 10-14(rad/sec)
2 

1.0 (m/sec) 2 

• • 
0.72 10 -21(rad/sec2) 

0.72 10-21 (rad/sec2 ~ 

0.72 
22 

10-21 ( rad/ se~ ) 

1.93 (m/sec) 2 

0.824 10-61rad) 2 
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5. Auswertung - 27 -

5• 1 Der Einfluß der Nullpunktsfehler in den Beschleunigungs-

messern 

· der numeri' sch kleinen Terme in Gl. Unter Vernachlässigung 

(3/36, 37, 42, 43) ergab sich: 

/3Azm+bE+[E 
r AE,,,, .,. b" + tN 

Im Filter sind die Größen bE und bN nicht implementiert. 

Aus der Substitution 

erkennt man, daß das Filter ihren Einfluß als Biasfehler in 

den Winkeln und in der Drift deuten kann • 
• -Jl{ = r ANm ßA2,,, - t1: . . 

J~= cxRzm y AE,,, E11 
• -- 11/,,/Rc + ß ~z, -O(= 'I {.JKc + Llf • ,.._ 

ß = - d~/R, + Y f.JEc - -- (X Wz, + 61{ 

mit 

Dieser Einfluß bestätigt sich auch ftir das nichtlineare Mo

dell an Hand \ der Simulationen: 

Bild 5 zeigt, daß die Geschwindigkeitsschätzung kaum von den 

Nullpunktsfehlern abhängt. 

Aus Bild 6 ist ersichtlich, daß der Nullpunktsfehler einen 

Biasfehler ·in den Neigungswinkel ~, (' -· hier ist nur oc 
angegeben - hervorruft. 

·- 1 
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Bild 5: Fehler in Ostgeschwindigkeit mit und ohne Nullpunktsfeblern in den 
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5.2 Der Einfluß der Nullpunktsfehler in der Doppler-Geschwindig

keitsmessung 

Im Abschnitt Beobachtbarkeit wurde für das linearisierte, zeitun

abhängige System die Nichtbeobachtbarkeit gezeigt. An sich ist die 

Untersuchung des nichtlinearen Modells notwendig. Gedanken des Vor

gehens in dieser Richtung findet man in [15] • Es soll simulatorisch 

geprüft werden, inwieweit das nichtlineare System ebenfalls nicht 

beobachtbar ist. Dazu wurden zwei Anf~ngszustände gesucht, die beim 

linearen System auf die gleichen 'Meßgrößen führen. Das nichtlineare 

System wurde mit diesen Anfangswerten gestartet. 

Anfangszustand I: 

J~ f tJ = JVEo 
bv ; bvo 
bO( = b0ro 
/JN(tJ =JNo 

Anfangszustand II: 

In den übrigen Zuständen wurden in beiden Fällen die gleichen An

fangswerte gewählt. · 

I 
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ßild 7 zeigt , daß das Filter den Anfangswert von JVE nicht 

berücksichtigt, sondern ihn über das g enannte Zeitintervall 

beibehält. 

Aus Bild 8 ist ersichtlich, daß die Schät zung der Drift in 

beiden Fällen fast identisch verläuft und sich die Nichtlinea

ritäten bzw. Zeitabhängigkeit erst nach Stunden bemerkbar 

machl-n. 

Aus diesen Simulationen folgt, daß bei diesem gewählten Kurs 

das nichtlineare System ebenfalls als nicht b eobachtbar anzu

sehen ist. 

5.3 Der Einfluß von Manövern 

Um den Einfluß eines Manövers zu untersuchen, wurde der Kurs II 

(siehe Seite22 )simuliert. Es wurden wieder zwei verschiedene 

Anfangswerte gemäß ( s . 30) gewählt. Die Kursänderung macht sich 

als deutliche Spitze bemerkbar, aber sowohl die Nichtbeobacht

barkeit als auch die Winkelverschiebung bleiben erhalten 

(siehe Bild 9, 10, 11). 

5.4 Vergleich mit reiner Trägheitsnavigation: 

Für Kurs II wurden die Ergebnisse noch mit der reinen Trägheits

navigation vergliche~. An Bild 12 erkennt man die systemati

schen Fehler der Trägheitsnavigation (84 Minuten Fehler). Die 

Fehler mit Filter sind eine Größenordnung kleiner, aber bei 

ihnen machen sich Manöver stärker bemerkbar. 

Schlußbemerkung 

Auftret~nde Divergenzen in der Positionsbestimmung wurden 

durch die Nichtbeobachtbarkeit des Modells erklärt. Diese Di

vergenzen beruhen in der gleichzeitigen Schätzung von Drift 

und Nulli:>unktsfehlern in der Doppler G~schwind,igkeitsmessung. 

Es ist möglich, durch eine 2-Lagenbodenausrichtung (two position 

ground align,-ment, siehe (14}, Seite 311 ) die Driften in Ost 

und Westrichtung relativ genau zu schätzen, da man hier die 

Bewegung der Plattform relativ zur Erde kennt (d~= o,JVN = O, 

Jv;_ = 0). Da sich die Driften nur langsam ändern, können diese 
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geschätzten Werte auch für die anfängliche Flugphase übernom

men werden. Dieses Modell ist beobachtbar, und es sind dann 

biasfreie Schätzungen möglich, was auch durch weitere, hier 

wegen Platzmangel nicht näher beschriebene Simulationen be

stätigt wurde. 
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